svolgimento compito Prob. 31 marzo 2016 by Negrini, Paolo
�������������������������������
Novak è un ottimo tennista; tre suoi amici lo sfidano a un incontro di tennis; Roger, uno di loro, è 
piuttosto bravo, e vi è probabilità 0.4 che riesca a vincere contro Novak; gli altri due sono meno 
validi, la probabilità che uno di loro vinca contro Novak è 0.1.
Novak sorteggia il nome di uno dei tre amici, e gioca contro di lui.
a) qual è la probabilità che Novak vinca?
b) Novak perde l’incontro, e il suo avversario gli concede la “rivincita”.  Qual è la probabilità che 
questa volta Novak riesca a vincere?
Soluzione
a) Il seguente grafo descrive le diverse situazioni possibili e le rispettive probabilità
Si ottiene allora che:
P(Novak vince) = 315 + 915 = 1215 = 45 = 0.8
b) Serve conoscere la probabilità che l’avversario di Novak sia Roger oppure un altro, condizionata 
all’informazione che Novak ha perduto il primo incontro.  Sia V l’evento «Novak perde il primo 
incontro», R l’evento «l’avversario di Novak è Roger».  Allora P(V) = 15 , e
P(R|V) = PRV
P(V) = 21515 = 23
Le situazioni possibili riguardo alla “rivincita” sono ora le stesse del primo incontro, tranne che per le 
probabilità riguardanti chi è l’avversario di Novak:
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Si ottiene allora che:
P(Novak vince il secondo incontro) = 1230 + 930 = 2130 = 710 = 0.7
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Maria deve lavare a una fontana tre prugne che tiene in un sacchetto.  Non avendo dove appoggia-
rle, ne lava una per volta e la rimette nel sacchetto, dal quale poi estrae una prugna (che potrebbe 
già essere stata lavata, oppure no), la lava, la rimette dentro, e così via. Il “passo zero” è il lavaggio 
e reintroduzione della prima prugna; da questo momento chiamiamo “stato” il numero di prugne 
lavate (1, 2 oppure 3).  Rappresentato questo processo con una catena di Markov:
a) Scrivere la matrice di transizione P, classificare gli stati (transitori, ricorrenti, assorbenti).
b) Constatato che c’è un unico stato assorbente, che è 3, calcolare il numero medio di passi occor-
renti per raggiungerlo partendo dallo stato 1
c) Calcolare il prodotto di matrici (1, 0, 0)*P4; senza altri calcoli, dedurre qual è la probabilità che 
dopo 4 passi (escluso il “passo zero”), tutte e tre le prugne siano lavate.  Spiegare. 
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b) I tempi medi (misurati in transizioni) per raggiungere lo stato assorbente 3 partendo dagli stati 1 o 
2 sono rispettivamente τ1, τ2 soddisfacenti le realazioniτ1 - 13 τ1 - 23 τ2 = 1; τ2 - 23 τ2 = 1
da cui si ricava τ� = �� τ� = �� .  Il tempo medio richiesto è quello a partire dallo stato 1, cioè τ� = �� .
c) Si calcola P4 :
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Poi si calcola (1, 0, 0) ·P4, che è la prima riga di P4:
(�����)·��=
 ��� � ���� � ���� 
Questa è la distribuzione di probabilità di X4, conoscendo la distribuzione iniziale X0 = (1, 0, 0), 
ossia l'informazione certa che all'inizio una sola prugna è lavata.  Le componenti del vettore sono le 
probabilità che, dopo 4 transizioni, le prugne lavate siano rispettivamente 1 oppure 2 oppure 3.  La 
probabilità che tutte e tre le prugne siano lavate vale quindi 5081 .
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Cristoforo ha 41 anni, ama i viaggi e ha incautamente promesso a due ragazze, Beatrice (20) e 
Isabella (40) di sposarle quando, tra 20 anni, avrà smesso di viaggiare.  Se in quel momento lui ed 
entrambe le fidanzate saranno in vita, deciderà chi sposare con un sorteggio equo.
a) Calcolare la probabilità che Cristoforo si sposi, al tempo stabilito.
b) Calcolare la probabilità che Cristoforo sposi Isabella.
Soluzione
(i dati sono tratti dalle tavole ISTAT 2002, quelle allegate alle dispense; tavole diverse producono 
risultati numericamente differenti; gli apici si riferiscono alla popolazione di sesso femminile)ℓ�� = ������ ℓ�� = ������ ℓ��� = ������ ℓ��� = ������ ℓ��� = ������
a) L’evento in oggetto si verifica se Cristoforo è in vita al compimento di 61 anni e in quella data 
Isabella e Beatrice non sono entrambe decedute.  Tenendo conto delle rispettive età, la probabilità 
di questo evento èℓ61ℓ41 *1 - 1 - ℓ'60ℓ'40 *1 - ℓ'40ℓ'20 , cioè:
� ℓ��ℓ�� * � - � - ℓ���ℓ��� * � - ℓ���ℓ��� 
��������
b) L’evento in oggetto si verifica se Cristoforo è in vita al compimento di 61 anni e in quella data 
anche Isabella è in vita e infine accade uno dei due eventi, tra loro incompatibili:• Beatrice è in vita, e il sorteggio favorisce Isabella• Beatrice non è più vivente.
La probabilità che Cristoforo sposi Isabella è dunque uguale a:ℓ61ℓ41 * ℓ'60ℓ'40  ℓ'40ℓ'20 * 12 + 1 - ℓ'40ℓ'20 
� ℓ��ℓ�� * ℓ���ℓ��� ℓ���ℓ��� * �� + � - ℓ���ℓ��� 
��������
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Un bicchiere di plastica, lasciato cadere a terra, può appoggiarsi: “in piedi”, oppure “capovolto” 
oppure “adagiato sul lato”.  L’esperimento viene ripetuto per 200 volte, e il bicchiere cade “in piedi” 
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oppure adagiato esperimento  ripetuto per  piedi
per 60 volte.
a) Indicare un intervallo di confidenza al 95%, centrato nel valore sperimentale dello stimatore, per 
la probabilità p che il bicchiere lasciato cadere cada “in piedi”.
b) Determinare q tale che: risulti maggiore di q la probabilità che in tre tentativi, il bicchiere cada “in 
piedi” almeno una volta.
Soluzione
a) Lo stimatore di p è x = 60200 = 0, 3.  Un intervallo di confidenza per p al livello α è [ 
x -ϕ1- α
2
x1-x
200 , x -ϕ1- α2 x1-x200 ]
con ϕ1- α
2
 quantile di livello 1 - α2  per N(0,1).ϕ[�_] �= ��������[������������������[]� �]�
ϕ(�����)=
�������
��� ������� ��������������� �� ���������� �� ��% ����
�-ϕ����� �_ (� - �_)��� ��-ϕ����� �_ (� - �_)��� � ����{�������� �������}
b) Con probabilità ≥ 0,95 è p ≥ 0.23649, quindi 1 - p ≤ 0.76351.
Se p ≥ 0.23649, allora la probabilità che in tre tentativi il bicchiere non cada mai in piedi è ≤ 0.763513 = 0.44509, e la probabilità che cada in piedi almeno una volta è ≥ 1 - 0.44509 = 0.55491.  Infine, detti A e B gli eventi
A) p ≥ 0.23649
B) Il bicchiere cade in piedi almeno una volta in tre tentativi
avremo che
P(B) ≥P(BA) = P(A) ·P(B A) ≥ 0.95 ·0.55491 = 0.52717 = q
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Carlton gioca a pallacanestro e ritiene di avere una precisione del 98% sui tiri liberi.  L'allenatore 
della squadra White&Blue Eagles, nella quale Carlton vorrebbe giocare, ama la statistica, e 
accetterà Carlton nella squadra se egli supererà al livello 5% un test su 500 tiri, con il quale l'allena-
tore vuole sottoporre a verifica l'ipotesi H: "la probabilità p che Carlton sbagli un tiro libero è almeno 
4%" (ipotesi che Carlton spera debba essere rifiutata).
a) Descrivere qual'è la statistica-test e la corrispondente regione di rigetto per il test unilaterale.
b) Calcolare qual è la probabilità di superare il test che Carlton si attribuisce, ossia la probabilità 
fornire una prestazione in seguito alla quale l'ipotesi H sarà rifiutata, calcolata sulla base del valore 
di p=0.02 che Carlton assegna a sé stesso.
Soluzione
a) La statistica-test è la variabile k che conta il numero di errori commessi da Carlton in 500 tiri, 
oppure una funzione lineare di k.  Qui useremo direttamente k.
Se p è la probabilità di errore in un singolo tiro, e k indica il numero di errori in n tiri, allora per n 
abbastanza grande la variabile Z = k+ 12-n p
n p (1-p)  è distribuita approssimativamente come N(0,1), quindi 
è (circa) uguale a α la probabilità che si abbia Z ≤ ϕα ( = -ϕ1-α); quindi, svolgendo il calcolo:
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 (circa) uguale  probabilità ϕ ( ϕ )  quindi, svolgendoα = P Z ≤ α) = P k ≤ n p - 12 -ϕ1-α n p (1 - p) .
I dati attuali sono
� = ���� � = ����� α = ����� ϕ = ��������[������������������[]� ���]
�������
e quindi la soglia dell’intervallo di rifiuto dell’ipotesi è
� � - �� - ϕ � � (� - �)
�������
Perciò, tenuto conto del fatto che k assume valori interi, l’intervallo di rifiuto dell’ipotesi H al livello 
5% è [0;12], cioè rifiuteremo H se il numero di errori in 500 tiri non sarà superiore a 12.
b) Quello che si chiede è la potenza del test calcolata supponendo questa volta p = 0.02, valore che 
Carlton ritiene adeguato a sé stesso.  Questa èπ(p) = P(p)(k ≤ 12) = P(p) Z ≤ 12+ 12-n p
n p (1-p) con
� = ���� � = �����
Applicando ancora l’approssimazione con N(0, 1) per la distribuzione di Z otteniamo π(0.02)= valore 
della funzione ripartizione di N(0,1) in 
12+ 1
2
-n p
n p (1-p) con i valori dichiarati per n e p; l’espressione  
12+ 1
2
-n p
n p (1-p)  vale
�� + �� - � �
� � (� - �)
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Il valore della funzione ripartizione di N(0,1) in 
12+ 1
2
-n p
n p (1-p)  è
���������������������[]� �� + �� - � �
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Questa è la probabilità che Carlton si attribuisce di superare il test, ovvero 78,7738%.
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Quattro conigli dell'allevamento A e tre del'allevamento B sono stati pesati, con i seguenti risultati:
� = {���� ���� ���� ���}�
� = {���� ���� ���}�
a) Stabilire al livello 5% se si può ritenere che il peso medio dei conigli dei due allevamenti sia lo 
stesso, assumendo che le varianze per ciascuna delle due popolazioni siano uguali.
b) Determinare il livello di significatività del test, interpolando i valori disponibili sulle tavole.
Soluzione
a) Le medie campionarie e le rispettive stime della varianza sono
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��� = ��������[�]� ��� = ��������[�]� {���� ���}{���������� ���������}
Le numerosità dei campioni sono attualmente
� = �� � = ��
La stima totale dela varianza è
����� = �� + � - � ((� - �) ��� + (� - �) ���)
���������
La statistica-test per la verifica dell'ipotesi di uguaglianza delle due medie è
� = �� - ��
����� * �� + ��-�������
L'insieme di rigetto dell'ipotesi è ]-∞,-q[⋃]q,+∞[ con
� = ��������[��������������������[�]� ����]
�������
L'ipotesi non può essere rifiutata, al livello 5%.
b) il livello di significatività del test è α tale che il quantile t1- α
2
(5) sia uguale al valore assoluto di  t 
calcolato per i nostri campioni, vale a dire che 1 - α2  è il valore della funzione ripartizione di t(5) nel 
punto |t|.β = ���[��������������������[�]� ���[�]]
��������
������ - α� ⩵ β� α{{α → ���������}}
quindi il livello di significatività del test è 6.18588%
Non avendo a disposizione uno strumento di calcolo avremmo dovuto interpolare i valori delle 
tavole tra i punti (β, t):  (0.95 ; 2.0150) e (0.975 ; 2.5706), determinando β in modo da avere (β, 
2.3969) allineato con i due punti detti sopra.
�����[β]� ����� ���� - ����������� - ������ == β - ����������� - ������ � β{{β → ��������}}
e infine, il valore approssimato α del livello di significatività del test si ottiene come prima:
������ - α� ⩵ ��������� α{{α → ��������}}
cioè 6.5632%, leggermente maggiore del valore esatto.
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